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ABSTRAK, Penelitian ini merupakan studi literatur
dengan menggunakan metode numerik yang digunakan
untuk menentukan solusi persamaan diferensial biasa

dengan bentuk y'= f(X, y) dengan suatu nilai awal

y(xo ): Y, yang diberikan.

Metode numerik yang digunakan yaitu metode Runge-
Kutta Orde Lima. Prinsip kerja dari metode tersebut pada
dasarnya adalah menyelesaikan persamaan diferensial

biasa dengan menentukan himpunan titik-titik (X, y)

dimana untuk menentukan sebuah titik maka kita
menggunakan satu titik sebelumnya. Hasil dari penelitian
ini menunjukkan bahwa metode Runge-Kutta Orde Lima
dapat dignakan untuk menentukan solusi persamaan
diferensial biasa dan memiliki tingkat Kketelitian yang
relatif tinggi

Kata Kunci: Persamaan diferensial biasa, metode Runge-
Kutta, Masalah nilai awal

1. PENDAHULUAN

Persamaan diferensial merupakan mata kuliah
yang cukup strategis karena berkaitan dengan
bagian-bagian sentral dalam matematika seperti
dalam analisis, aljabar, geometri dan bagain
sental lain yang akan sangat berperan dalam
pengenalan konsep maupun pemecahan masalah
yang berkaitan dengan dunia nyata.

Solusi persamaan diferensial dapat ditentukan
dengan menggunakan dua metode yaitu metode
analitik dan metode numerik. Metode analitik
memberikan solusi sejati yaitu solusi yang
memiliki galat (error) sama dengan nol
sedangkan dengan metode numerik kita
memperoleh solusi yang menghampiri solusi
sejati. Namun solusi hampiran dapat dibuat
seteliti yang kita inginkan.

Sayangnya, metode analitik hanya unggul untuk
sejumlah persoalan yang terbatas, yaitu
persoalan yang memiliki tafsiran geometri
sederhana. Bila metode analitik tidak dapat lagi
diterapkan, maka solusi persoalan dapat dicari
dengan menggunakan metode numerik. Metode

tersebut diantaranya adalah metode Euler,
metode Deret Taylor, dan metode Runge-Kultta.

Metode Runge-Kutta merupakan metode yang
lebih praktis dari pada metode deret Taylor
karena dengan metode Runge-Kutta kita tidak
perlu mencari turunan fungsi yang lebih tinggi.
Kita hanya mengevaluasi fungsi pada titik
terpilih untuk setiap selang langkah. Sedangkan
dari segi ketelitian, hasil yang diperoleh dari
metode Runge-Kutta lebih teliti dibandingkan
metode Euler. Tingkat ketelitian dari metode ini
dipengaruhi oleh ordenya. Semakin besar
ordenya maka semakin teliti hasil yang
diperoleh..

2. TINJAUAN PUSTAKA

Metode Runge-Kutta Orde Lima merupakan
metode numerik yang digunakan untuk
menyelesaikan masalah persamaan diferensial
yang berbentuk masalah nilai awal.

Masalahnilaiawaladalahpersamaandiferensial
yang berkaitandengannilaiawal
(nilaiawaladalahsyaratbatas di  satutitik)yang

berbentuk y = f(x,y) dengan sebuah nilai awal
y(x0)= Y, dengan fungsi f bergantung pada X
dan y, (Talib, 2003:4)

Pada umumnya metode numerik diturunkan
berdasarkan penghampiran fungsi ke dalam
bentuk polinom. Alat utama untuk membuat
polinom hampiran adalah Deret Taylor.Misalkan
f kontinu pada selang tertutup [a,b] dan
f@ £@ . menyatakan turunan pertama,
kedua, dan seterusnya yang juga kontinu pada
selang tersebut. Misalkan X, € [a, b], maka untuk
nilai x,,, disekitar x, dengan x,,<[a,b],
f(le) dengan r=0,2,...,n dapat diperluas

(diekspansi) ke dalam deret Taylor sebagai
berikut:
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Jika dimisalkan x,,,—x,=h, maka f(x,)
dapat juga ditulis sebagai berikut:

)= o b £ 0 0 o)

Selanjutnya jika f(x,,,)=Y,., maka deret Taylor
tersebut dapat ditulis:
hZ

N LY
yr+1_yr+if ( )+§f ( )+ +Ff( )

(Paduppai, 2006:3-4)
Ketelitian suatu metode numerik diselidiki

dengan cara menentukan galat. Misalkan a
menyatakan nilai dari hasil metode numerik dan
amenyatakan nilai dari hasil metode analitik,
maka galat (e¢) mutlak didefinisikan sebagai

le|= a-a .(Paduppai, 2006:6)

3. METODOLOGI

Langkah-langkah penentuan solusi persamaan
diferensial dengan metode runge-kutta dilakukan
sebagai berikut: menentukan formula dari
Metode Runge-Kutta Orde Lima, menyelesaikan
masalah nilai awal dengan Metode Runge-Kutta
Orde Lima dan metode analitik serta menentukan
galat Metode Runge-Kutta Orde Lima.

4. PEMBAHASAN

Diberikan bentuk umum persamaan metode
Runge-Kutta Orde Lima yaitu:

Yo=Y, ok, +ak, +ak, +a,k, +ak; +agk; )h (4.1)
dimana:
ke=f (% v,)
k,=f(x, +p.h, y, +a,k.h)
ko= (X, +p,h, Y, +0,.k n+0yK,h)
K, =f(X, + P;h, Y, +0g KN +05K,n+ y0k;h)
ko= (X, +p,h, Y, +0ukn+0,,kh+ q,5ksh +0,.k,h)
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denganh=x,,,

X, + Psh, Y, + 05k + g kh + j
Os3Ksh + ds, K, h + Ggsksh

—X,dan r=012,...,n

Selanjutnya persamaan (4.1) disamakan dengan
deret Taylor orde enam yaitu:

yr+1 = Yr

+h—f
5

FO(x,,

¢, ¥, )=

fO(x,,

f (X, y,)=

o'f
+
oxoy®

£ (%, y,) =

"% ¥e)+

aZ
OX

Yo )=

64
ot

2

h h
+ﬂf<l)(xr,yr)+af

@ (%, y,)+

h fe(x y,)

Jika f fung3| sebarang maka diperoleh:
of 6f d

Y )= y

OX 8ydx

f

2

o f
6X3

f

, O°f dy o°f
oyaxdx  oy?

3
38fdy

3

o)
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of dy . o
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(%] ot [SO

o°f
6)(54
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Dengan mensubtitusi
deret Taylor orde enam, diperoleh:

Yru= yr+h f (X yr)+ >y
3
v {axzﬂ

3
£

h4
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dx) oy°

y [dyT
+6 —=
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Selanjutnya menentukan nilai-nilai
ai’aZ’a3’a4’a5'a6’ pl! p21 p3’ p4! p51qll’q211q221q31

q32’q33’q41’q421q43’q441q51’q521q53’q541q55
dengan menyamakan persamaan (4.1) dengan
k;,K,,Ks, K, Ks, Kk pada deret Taylor persamaan
(4.2).

dengan:
klzf(xr’ yr)

0 0
I(2: f(xr,yr)+ p1&h+Q115 f(xrvyr)h

0
h+q21 oy
2

d
h?f (X, ¥, )+ 0,0 — Y

0 0
k3 (Xrlyr)+p2 (XrYyr)hJ'_qZZ@f(Xr’yr)h_i_

POn = (X yr)h

3)/

o 0
k=1 (.Y )+ p3&h+q315 f (X1, )h+

0 0 0
1 f(x, “h Z
q32 § l: (Xr yr) + pl a +q11 a

0 0
f(Xﬂyr)hjlh-‘_ q33@|:f (Xrlyr)+p2&h

%f(xr.yr)

2
ayh +qnqzzay (Xr,yr)hz}h

k5 (Xr’yr)+ p4

0
0 —

%y

h+p,dy,

f(xr'yr)h+ 02,

h+q‘”ay

d
[f(xnyr)ﬂo1 h+Q11

(X y,)h

+0p—

oy oy
0
f(xr’yr)h:|h+q435|:f(xr’yr)+ pZ&h
0 0
+q215f(xwyr)h"'qzzaf(xrvyr)
82 2 62 2
h+p1qzz%h +q11q22¥f(xrvyr)h h
0 0
+q445‘: f(Xr'yr)+ pS&h-’—
0 0
qsl@f(xr’yr)h+Q325f(Xr:yr)h
0? 0*
+ O, pl@hz"'%zqnyf

0 o 0
— f(x.y,)h ——h? — f(x,y,)h?
Oz o (Xr yr) + 03P, oxdy +03,05, PY (Xr yr) +

(X, y,)h* +

2

0
qszqzzy f (eryr)h2

3

+ q33 qZZ pl h + q33q22 qll

v ) |h
ay P (X,y)}

0
k6: f (Xrlyr)+ ps&h"'qm

0
2 f(x,y,)h
ay (Xry)

0
oy

0
f(Xr7yr)h:|h+ q53@|:f (Xr’yr)+p2&h

f(%.y)

0
+q525|:f(xr’yr)+p1 h+q11

0 0
+0y — f (Xr'yr)h+ qzza

2

0 0?
h+ p,a,, 8X8yh +010n == 6}/ (Xr’yr)hz :|h
0 0
+q545[ f(xr’yr)+p3&h+
0 0
q315f(xrlyr)h+q325f(xr’yl’)h
+ 0y, p——h?+0,,q o f (XY, )h?+
2 Py ay 32 116y o Yr
0 (32
O3 6y —f (Xr’yr)h+q33pza 8y
0? 2 0?
+ 000 —— f(Xr’yr)h +q32q228y f(xrer)
63 3 3
h* + 05 O Py~ oy h* + 00, qnay f(x.y.)h [h
+q55@[f(xrlyr)+p4
0 0 0 0?
&h"‘quaf(eryr)h"‘qctzgf(eryr)h+q4zplax_ayh2
2
+q4zyf(xr-yr)hz
0 0? 0?
U= (Xr:Yr)h"'qupz 8yh2+q43q218y (Xr’yr)hz
2
+q43Q2zay f(xrer)
2 > s & 3
h +Q43q22p1wh +Q43QZZQ11$f(mer)h
0
+q44@f(xr,yr)h+q44
2 82 ) 62 5
Ps axay qM‘JSle(Xrlyr)h +q44q31Wf(Xrlyr)h
82
+ 0403 = f (Xr’ Yr)
2 ® s o 3
h +q44q32 plax_ayzh +q44Q32q11$ f (Xr'yr)h
2
+q44q3syf(xr,y,)h2+
o’ o*
O33022P <3 oxoy? h* +q44Q33q22q118y (Xr’yr )h h
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Subtitusi  nilai Kk, k,,Kk;,K, ks, kg pada

persamaan (4.1) dan selanjutnya berdasarkan
persamaan (4.2) diperoleh:

a +a,+a,+a, +a;,+a,=1
1
a,p,+a;p, +a,p; +asP, +a5Ps :E

8,0 + 850y + 8305, +8,03; +8,03, +850y; +850,,
8505 +8504 +8505; +8505, +

1
055 + 85054 + 85055 = E
850,, Py + 8,03, Py + 8,033 P, + 8504, Py + 85043 P,
+850, P; + 8505, P, + 30550, +

1
5054 P3 + 3605504 = E

aSqZqul + a4q32q11 + a4q33qu + a4q33q22 + a5q42q11
+ aSq43q21 + aSq43q22 + asq44q31

+ a5q44q32 + a5q44q33 + a6q52q11 + a6q53q21 + a6q53q22
+ a6q54q31 + aﬁq54q32 + a6q54q33

1
+a6Q55q41 + a6q55q42 + a6q55q43 + a6q55q44 :6

a4q33q22 pl + a5q43q22 pl + a5q44q32 pl + a5q44q33 p2

F85044033 P, + 8505502 Py + 35
a6q54q32 pl + q54q33 p2 + aﬁq54q33 p2 + a6q55q42 pl

+85055045 P, + 36055044 Ps :2_];1
a4q33q22q11 + a5q43q22qll + a5q44q32q11 + a5q44q33q21
+ a5q44q33q22 + a6q54q32q11 +
a‘6q54q33q11 + a6q54q33q22 + a6q53q22q11 + a6q55q42qll
+a6q55q43q21 + a6q55q43q22 +

1
85055044032 T 35055044033 zg

85044035302 P1 + 8054033022 Py + 85055043022 P
1
+85055044 032 Py + 85055044033 P, = 120

a‘5q44q33q22q11 + a6q54q33q22 qll + a6q55q43q22q11
+a’6q55q44q32q11 + a6q55q44q33q21 +

1
A5055044033022 :@

1
8605504403392 Py :%

1
A5 As5044U33U22011 = %
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Hasil yang diperoleh di atas menyebabkan solusi
yang tak hingga banyaknya, namun metode
Runge-Kutta Orde Lima yang biasa dipakai
yaitu:

Ve =Y, +9%[7|<1 +32K, +12K, +32Ks + 7k, | h

dengan:

klzf(xr'yr)

k,

1 1
f =h, —hk
(idny, )

K

1 1 1
f(xr+zh, y,+§hk1+§hk2j
1 1
k,=f (x, Hohy okt hksj

3 3 9
ke=f|x,+=h, y, ——hk +—hk
5 ( r 4 yr 16 1 16 4]

3 2 12 12 8
ke="f (xr +h,y, —?hk1+7hk2 +7hk3 —7hk4 +7hk5j

dimana r=0,2,...,n dan h=x,,, —X

r

Simulasi

3,3
oY o (+fy
X+1 2

dengan nilai awal y(1)=0.40825 dan nilai h=0,1

Selesaikan  persamaan

Penyelesaian:

Metode analitik

v+ __(X+2)3y3 dapat diubah menjadi

Xx+1
3.,3

dy vy _ (x+1y (1)
dx x+1 2
ﬂ+ y :_(X+l)3y3 : y3
dx x+1 2
diperoleh
yodv, yv* o (xe1) )

dx x+1 2

Misalkan z = y~* diperoleh 92 _ _, 9
dx dx

Maka persamaan (2) menjadi

(x+1)’
x+1 2

1dz z
_77_’_7
2 dx
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dz 2z . . . 33
————=(x+1)’ 3) Jadi solusi khusus dariy 4+ Y __(x+1y
dx x+1 X +1 2
- . - ~ 1
Misalkan z = uv diperoleh %:u%+v% adalah y— :(sz + Xj(x +1)
subtitusi pada persamaan (3) diperoleh e Untukx, =x, +h=1+0.1=11maka
T %—@—(wrl)?’ 1
dx dx x+1 Y=\ 751005 ~ 30469
dv 2uv  du 3 e Untukx, =x +h=1.1+0.1=1.2maka
= —=(X+ ) 2 =R
dx x+1 dx 1
y= =0.32804
(dv 2v j du 3 (4) 9.29280
u — - |+v—=(x+1)
dx x+1) dx e Untuky, =x, +h=12+0.1=13Maka
av_ v _ymaka 3V _ 2V diperolehdv _ 2dx y=|—1 020686
dx x+1 dx x+1 v o ox+1 11.34705
1 2 e Untuky, —x, +h=13+0.1=14Maka
j—dv= ——dx 1
v X+1 y= =0.27008
, 13.70880
Inv=2In(x+1) 5, Nv=In(x+1) e Untuky —x,+h-14+01-15maka
: v=(x+1) _
diperoleh ( ) Y = \16.20625 0.24689
selanjutnyadaripersamaan (4) diperoleh: e Untuky, =x, +h=15+0.1=1.6Maka
du i du _ 1 _
u(0)+v&:(x+1)3d|per0|ehv&=(x+1)3 Y =119 acas0 = 22504
(x+12 3 = () Metode Runge-Kutta Orde Lima
dx
y +L:_(x+l)3y3
%:(xu) Dari~ x+1 2 diketahui
dx (x+1°y* y
du = (x+1)dx flxy)=- 2 x+1
[du= [ (x+1)dx Dengan menggunakan rumus:

1
U :%xz xaC Yo=Y, +%[7k1 +32k, +12k, +32k, + 7k, | h

dengan:
kl = f (Xr’ yr)

1 1
k,=f ~h, ~hk
1B, )

z=uvmaka, :(;xz +X+CJ(X+1)2
Karena - y>diperoleh y -2 :[;Xz +X+Cj(x+1)2

Subtitusi nilai awal y(1)=0.40825 maka

L k3=f[x,+%h, y,+1hk1+1hk2j
(0.40825)2 = [2(1)2 +1+ cj (1+1) 8 8

kA:f(xr+1h, yr—lhk2+hk3j
3 ) 2 2
6=|+C (2 =6+4c

3 3 9
K. =f Zhy, - hk +—hk
5 (Xr"' yr 1+16 4)

6—6=4catau4c =0, diperolehc =0 16

3 2 12 12 8
ke=f (x, +h,y, —?hk1+?hk2 +7hk3 —7hk4 +?hk5)
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n dan h:Xr+1 =X

1 = X0, =X =1.0 diperoleh

Dengan nilai =012,
Untuk X,

k= f (% Yo) = ((1.0),(0.40825))

(1041 (o 40825)°  0.40825
- 1.0+1

- (xo 2o,y +Z(0.1)(-0.47629)j

_f (1 0+20), 0.40825+%(0.1)(-0.47629)j

=-0.47629

= f((1.02500),(0.39634)) =
039634

3
_ (1.02500+1)" (0.39634)° 045422
2 1.02500+1
1

+(0), y,+£(01)(-0.47629)
0

+%( 1)(-0.45422)

Xy +
K,=f

1.0+= (0 1), O.40825+%(0.1)
= f

(-0.47629)+§(0.1)(-O.45422)

= f((1.02500),(0.39662))

(1.02500+1)° (0.39662)°  0.39662

2 1.02500+1
=-0.25904 - 0.19586 = -0.45490

1 1
k=1 X°+2( Y Yoo

(-0.45490)
1.0 +
(-0.45490)
=f ( 1.05000),(0.38547))
_ (1.05000+1)°(0.38547)°  0.38547

2 1.05000+1
=-0.24672 - 0.18803 =-0.43475

5(0.1)(-045422) +

),0. 40825——(0 1)( 0.45422)J

3

ke =f (xo + %(0.1), Yo _T(O'l)(' 0.47629)+13(o.1)(- o.43475§
6 6 ari  uraian

1.0+ 3(o 1), 0.40825—%(0.1)

=f

(-0. 47629)+ . (0.1)(0.43475)

= f((1.07500),(0 39272))

3

B (1 07500 +1) (0. 39272) 0.39272

1.07500+1
=-0.27057 - 0.18926 = -0.45984

35

k,=f

2 12

X, +0.1, Y, —§(0.1)(-o.47629) +2(0.1)(-0.45422) + (0.1)

(-045490) 2 (0.1)( 0.43475)+§(O.1)(-0.45984)j

2 0.1)(-0.45422 +}§ 0.1)(-0.454¢
7 7

3
_ f{1.0+0.l,(0.40825)7(0.1)(-0.47629)+

= f((1.10000),(0.35968))
0.35968

~ (1.10000+1)°(0.35968)"
2 1.10000+1

=-0.21546-0.17127=-0.3867<

You=Y1=Yo+ : [7k +32K, +12k, +32k; + 7K | h

Jadi
=0.40825-0.04503=0.36322

Dengan cara yang sama diperoleh hasil seperti
dalam tabel 4.1.

Tabel 4.1 Hasil metode Runge-Kutta Orde Lima

Hasil R-K

r|{ x - orde | galat R-K
analitik .
lima

1 1.0 0.40825 - -
2 1.1 0.36469 0.36322 0.00147
3 1.2 0.32804 0.32573 0.00231
4 1.3 0.29686 0.29410 0.00276
5 1.4 0.27008 0.26710 0.00298
6 1.5 0.24689 0.24383 0.00306
7 1.6 0.22664 0.22360 0.00304

Dari tabel di atas dapat dilihat bahwa metode
Runge-Kutta Orde Lima memiliki galat yang
relatif kecil yang menunjukkan bahwa tingkat
ketelitian metode Runge-Kutta Orde Limatinggi.

5. KESIMPULAN

pembahasan tersebut, dapat
simpulkan bawah
1. Untuk menyelesaikan solusi persamaan

diferensial biasa, rumus untuk metode Runge-
Kutta Orde Lima yang biasa dipakai adalah:
You=Y, + [7k +32k, +12k, +32k, + 7k, | h

dengan:
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=f(x.y,)

1 1
f =h, =hk
(Xr+4 yr+4 1)

kl
k,

K

1 1 1
f =h, —hk, +=hk
(Xr+4 yr+8 1+8 2)

1

1
K, f(xr+ 20y, okt hk3)

3 3 9
ky=f —h, y, ——hk, +—hk
5 (Xr+4 yr 16 1+16 4}

X, +h,y, —§hk1 +ghkz+ghk3
k= f 7 7 7

—%hk4+%hk5

dengan h:XHl_Xr dan r=0,1,2,...,n

2. Solusi persamaan diferensial biasa dengan
menggunakan metode Runge-Kutta Orde
Lima memiliki tingkat ketelitian yang tinggi.
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