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Abstract: The main object of the vectors are the vectors can be added
together and generate a vector, and produces a number is multiplied
by another vector. Any set of objects with properties like this are
called "vector space". Mathematical structure to be defined is a
Banach space. Clearly defined Banach space vector space of real /
complex normed and complete (with respect to the norm). Banach
space in this study examined the sequence space /,, ¢, and (.
Based on the purpose of this study is to assess the Banach space
within a sequence space /,, ¢, and /, it is obtained that a
sequence space ¢,, ¢, and ¢, form Banach space if it meets the
requirements of that sequence space /,, ¢, and /_ is a vector
space, normed sequence space, and normed sequence space with
complete.
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PENDAHULUAN

R

terdapat x e V sehingga ||X — X,|| = O.
Ruang Hilbert adalah ruang vektor riil atau kompleks yang dilengkapi

dengan hasil kali dalam (inner product) dan lengkap. Setiap ruang Hilbert
merupakan ruang Banach. Ruang Banach dan ruang Hilbert merupakan prasyarat

39

uang vektor merupakan suatu himpunan obyek yang dapat dijumlahkan
satu sama lain dan dikalikan dengan suatu bilangan, yang masing-
masing menghasilkan anggota lain dalam himpunan itu. Struktur
matematika yang akan didefinisikan adalah ruang Banach. Secara gamblang ruang
Banach diartikan ruang vektor riil/kompleks bernorma dan lengkap (terhadap
norma tersebut). Ruang vektor bernorma V dikatakan lengkap jika terhadap
norma || . || dengan d(a,b) = ||a — b||, V merupakan ruang metrik lengkap, yaitu jika
untuk setiap barisan Cauchy (xp) di dalam V (yaitu dengan sifat |[X, - Xm|[—0),
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dalam mempelajari suatu ruang barisan yang akan dikaji dalam tulisan ini.
Berdasarkan hal tersebut di atas, maka penulis akan mengkaji ruang Banach ruang
Banach dalam suatu ruang barisan yaitu ruang barisan ¢, ¢ , dan £

Il. KAJIAN PUSTAKA

A. Ruang Vektor

Obyek utama tentang vektor adalah vektor-vektor dapat dijumlahkan dan
menghasilkan vektor, dan dikalikan dengan suatu bilangan menghasilkan vektor
lagi. Sebarang himpunan obyek dengan sifat seperti ini disebut “ruang vektor”.
Pada bagian ini semua anggota himpunan bilangan kompleks ¢ dipandang sebagai
“skalar”.

Sebelum mendefinisikan ruang vektor V atas ¢ maka ada dua operasi yang
harus diperhatikan yaitu:

1. Operasi tambah di dalam himpunan V. Maksudnya adalah jika a, b € V,
maka (a + b) juga di V. Dalam hal ini, V harus tertutup terhadap operasi
tambah.

2. Operasi perkalian “skalar” antara anggota — anggota himpunan ¢ dengan
anggota —anggota himpunan V. Maksudnya adalah jika oo € ¢ dan a € V
maka o juga di V.

Definisi 2.1.1 (Berberian, 1961:3)

Ruang vektor V atas ¢ adalah himpunan obyek — obyek x, y, z, ... disebut
vektor. Vektor nol dinotasikan dengan 6, untuk setiap vektor X, negatif dari x
dinotasikan dengan —x. Aksioma — aksioma berikut diasumsikan berlaku:

(A) Untuk setiap pasangan vektor x, y di V terdapat vektor yang disebut “jumlah
x dan y”, dinotasikan x +y di V, dan berlaku:

(Al) x+y=y+xuntuk setiap x,y € V

(A2) x+(y+2)=(x+y)+zuntuk setiap X, y, ze V

(A3) Terdapat dengan tunggal 6 € V sedemikian sehingga x + 6 = x untuk setiap
XxeV

(A4) Untuk setiap x € V, terdapat dengan tunggal —x € V yang disebut negatif x
sedemikian sehingga x + (-xX) =0

(M) Untuk setiap skalar A dan setiap vektor x di V, terdapat vektor disebut “hasil
kali x dengan A”, dinotasikan dengan Ax di V, dan berlaku:

(M1) A(x +y) =Ax + Ay untuk setiap X, y € V dan A adalah skalar
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(M2) (A + pw)x = Ax + ux untuk setiap X € V dan A, u adalah skalar
(M3) (Ap)x = A(ux) untuk setiap x € V dan A, u adalah skalar
(M4) 1. x =x untuk setiap x € V

Sebagai catatan, x + (-y) biasa ditulis dengan x — .

Teorema 2.1.2 (Berberian, 1961: 6)
Untuk sebarang ruang vektor:
(i) Persamaan vektor X + y =z mempunyai satu dan hanya satu penyelesaian x
(if) Jikaz+z=zmakaz=0
(iii) A0 = 0 untuk setiap skalar A
(iv) Ox = 0 untuk setiap vektor x
(v) JikaAx=6makaA=0ataux =16

Akibat 2.1.3 (Berberian, 1961:7)
Untuk sebarang ruang vektor V berlaku:
(. (A)x=A(-x) =-(Ax)
(i) A\(X—-y)=AX-LYy
(ii).(A - WX =A X -puX

B. Ruang Banach

Struktur matematika yang akan didefinisikan adalah ruang Banach. Secara
gamblang ruang Banach diartikan ruang vektor real/kompleks bernorma dan
lengkap (terhadap norma tersebut).

Definisi 2.2.1
Ruang vektor V dikatakan “bernorma” jika terdapat fungsi bernilai riil
pada | . | : V — R dengan sifat-sifat sebagai berikut:

1. |la]| = O untuk setiap a € V
|lal| = O jika dan hanya jikaa =6

2. ||oal| = |o ||a]] untuk setiap oo € R, a € V
3. |la+b|| <|la]| + ||b|]| untuk setiap a, b € V

Sebarang himpunan tak kosong X, disebut ruang metrik, jika untuk setiap

pasangan (a,b) € X x X didefinisikan bilangan riil d(a,b) memenuhi:

(). d(a,b)>0

d(a,b) =0 jika dan hanya jikaa="b
(ii). d(a,b) =d(b,a)
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(iii).d(a,b) < d(a,c) + d(c,b) untuk setiap ¢ € X

Jika V ruang vektor bernorma (ruang bernorma), maka fungsi d dengan
d(a,b) = |la — b|| memenuhi sifat-sifat metrik (i), (ii), (iii) tersebut di atas. Ini
berarti setiap ruang bernorma merupakan ruang metrik terhadap metrik d, dengan,

d(a,b) = ||la-Db]].

Jika untuk setiap sebarang barisan Cauchy (x,) di dalam ruang metrik X
terdapat x € X sehingga d(x,x,) — 0, maka ruang metrik X dikatakan “lengkap .

Sekarang akan didefinisikan ruang Banach sebagai berikut:

Definisi 2.2.2

Ruang vektor bernorma V disebut ruang Banach jika V lengkap di dalam
ruang metrik yang didefinisikan oleh norma.

Definisi 2.2.2 menyatakan bahwa ruang vektor bernorma V dikatakan
lengkap jika terhadap norma || . || dengan d(a,b) = |la — b||, V merupakan ruang
metrik lengkap, yaitu jika untuk setiap barisan Cauchy (x,) di dalam V (yaitu
dengan sifat ||, - Xm|| = 0), terdapat x € V sehingga [[x — X|| = O.

C. Ruang Barisan Klasik

Barisan bilangan x = (X1, X2, ...) = (Xk)k=1 dengan Xx € R untuk setiap k
disebut barisan bilangan riil. Koleksi semua barisan bilangan riil ditulis dengan W
yaitu = { x| x barisan bilangan riil} dan didefinisikan

1. Penjumlahan dua barisan
X + Y ={Xc * Yihk1

2. Perkalian barisan dengan bilangan riil o
aX ={oX het.

Terhadap operasi yang didefinisikan pada i) dan ii), cukup jelas bahwa W
merupakan ruang vektor terhadap R. Selanjutnya W disebut ruang barisan
bilangan riil dan setiap subruang vektor dari W merupakan ruang barisan. Ruang
barisan yang dikaji dalam penelitian ini adalah: ¢, = {(Xx)k=1; §|xk| <+oo}, [,
= {0kr | Xx|" <40} dengan 1 < p < o dan [, =
{x= (xk);sup|xk|k21+oo}Definisi 2.4.1

Rua'ﬁ@lbarisan klasik ¢, adalah koleksi dari semua barisan bilangan riil
(x) yang memenuhi k§1|xk| < +o0, dan ditulis dengan :

£ ={(X)ee1; §1|Xk| <40},

Diberikan norma pada 7, sebagai berikut:
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I, = 2.l
k=1

Definisi 2.4.2
Ruang barisan Klasik ¢ adalah koleksi semua barisan bilangan riil (x)
yang memenuhi Y|, |” < +oo dan ditulis dengan,
k=1

£, ={(xJie1 | §|Xk|p < +oo}dengan 1 < p < o,
k=1

dengan norma pada ¢, diberikan sebagai berikut :

o PP
||X||p :(Z|Xk| J <400 dengan 1 < p < .
k=1

Definisi 2.4.3
Ruang barisan klasik ¢ adalah koleksi semua barisan bilangan terbatas
dengan norma ||x| =sup{x,|; k > 1}, ditulis singkat:
(0, = {x=(xk);sktif)|xk|<+oo},
dengan norma pada ¢, diberikan sebagai berikut:

[x],, =sup[x,].
k>1

I1l. TUJUAN PENELITIAN
Penelitian ini bertujuan untuk mengakaji ruang Banach dalam suatu
ruang barisan yaitu ruang barisan £, ¢ dan /.

IV. PEMBAHASAN
A. Ruang Barisan Klasik /,

Tunjukkan bahwa ¢, = {(Xks1; §|xk| < +00} terhadap norma ||.| dengan
k=1

X[, = i|xk| merupakan:
k=1

1. Ruang vektor

2. Ruang barisan bernorma

3. Ruang barisan bernorma yang lengkap (Ruang Banach)
Bukti:

a. Akan ditunjukkan bahwa ¢; = {(X)k1; §|xk|<+oo} merupakan ruang
k=1

vektor. Ambil sebarang X = (Xie1, ¥ = (Y1 € ¢, dan o € R, maka
1) x +y e /,, sebab dipenuhi:



44  Jurnal Teknosains, Volume 8 Nomor 1, Januari 2014, hlm. 39 — 50

Z|Xk +yklSZUXKI+|ykI]=lek|+2|yk|<+°°

k=1 k=1 k=L k=1

2) ax € !, sebab dipenuhi:
2lax| = Xlaf x| =[a] Xfx | <+
k=1 k=1 k=1
b. Akan ditunjukkan bahwa ¢, = {(Xk)k=1; §|xk|<+oo} merupakan ruang
k=1

barisan bernorma. Ambil sebarang X = (X1, ¥ = (Yke1 € ¢, dan a € R,
maka:

0

1) ||, =>_|x =0, jelas, karena |x,| >0, V k.

k=1
X, =0 3| =055 e |=0 vk
k=1

<X, =0Vk
ox=460

2) ool = .l = S | = 5 o=l 3],
3) [x+y], = DXV < Z[ka|+|yk|]

— k=

SDNAEDNA
k=1 =1

k=

= I, +Ivl,
c. Akan ditunjukkan bahwa /; = {(X)k1; §|xk|<+oo} merupakan ruang
k=1

barisan bernorma yang lengkap. Diambil sebarang barisan Cauchy
(x(”))nZl e /., dengan (x(”) )m = (xl‘“’,xg”),...), maka untuk setiap bilangan € >
0 terdapat np € N sehingga untuk semua m, n > ng berlaku:

‘ :Z‘xém) X< E e (1)
k=1

diperoleh, untuk setiap k =1, 2, ..., berlaku

Z‘Xlgm) _ Xén)
k=1

Dipilih k tetap. Dari (2) dapat dilihat bahwa (X, x®@, ...) barisan
Cauchy atas bilangan riil. Karena R lengkap, maka barisan tersebut konvergen,

misalkan x " — X, untuk n — oo atau lim x, ™ =x, v k> 1.

n—oo

XM _ (™

<é& untuk setiapn,m>ng......... (2)

Dengan menggunakan limit tersebut didefinisikan x = (X1, Xo, ...), dari
sini tinggal ditunjukkan bahwa x™ — x dan xe/,.
Dari (1) diperoleh:
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!
Y™ -xPl<e, (0 =1,2,..)
k=1

Dengan mengambil n — oo dan m > ng, maka diperoleh:
!

Y x| <e (=12,

k=1

Dengan mengambil ¢ — oo, maka untuk m > no, diperoleh:

Hx(”‘) —xuzz‘xﬁ’“) —xk‘s E e, (3)
k=1

Dengan kata lain terbukti x™ — x, untuk n — oo.
Sekarang, x € /1, sebab dipenuhi:

i|xk| = i‘xﬁm) —x{™ 4 xk‘ < i‘xﬁm’ - xk‘ + i‘xlﬁm)‘
k=1 k=1 k=1 k=1

oy
k=1

Karena ¢; merupakan ruang bernorma dan lengkap maka ¢; merupakan
ruang Banach.

< 4+

D. Ruang Barisan Klasik £ ; (1 <p < o).

Tunjukkan bahwa 7, = {(XJi1 | §|xk|p <400} dengan 1 < p <
k=1

o PP
terhadap norma || . || dengan norma ||x||p ={Z|xk| J < +o0 merupakan:
k=1

1. Ruang vektor
2. Ruang barisan bernorma
3. Ruang barisan bernorma yang lengkap (Ruang Banach)
Bukti:
a. Akan ditunjukkan bahwa ¢, = {(X)k=1 | §|xk|p <+oo} dengan 1 < p < o
k=1
merupakan ruang vektor. Ambil sebarang X = (X1, ¥ = (Y1 € £, dan a
€ R, maka
1) x +y e/, sebab dipenuhi:

gJXk +Yk|5§lzp maks{xklp,lyklp}s ngﬂxdp +|yk|p)

=2° 3%, |" +2° SJy,|" <+
k=1 k=1

2) ax e (,, sebab dipenuhi:
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Sl %" =l % |” =laf” 3 [x, | <-+oo
k=1 k=1 k=1

b. Akan ditunjukkan bahwa ¢, = {(X)ic1 | §|xk|Io <40} dengan 1 < p < o
k=1

merupakan ruang barisan bernorma. Ambil sebarang x = (X1, ¥ = (Yk)ks1 €
¢ ,,dan o € R maka:
1/p

1) ||x||p :(g|xk|p] >0, jelas, karena [x|” >0, V k.

© 1/p
||x||p=0<:>(2|xk|pj _0es[x|" =0 vk
k=1

<X =0Vk
&oXx=60
~ ® pl/p_ © 0 pl/p_ © p1/p
o lXl, =\ Zlexd” | =\ Zlel "] =led Zixd
=1 k=1 k=1
i ],

3) Misalkan g = p(p-1) dan karena {xx + Yi}e1 € £ ,. Maka diperoleh  {(xx +
yi)* et € £,. Dan dengan menggunakan ketaksamaan Holder (Misalkan p

> 1 dan misalkan q = ﬁ  jika x=1{X, J,., € £, dan y=1{y, }., €¢,, maka

deret Z X, Y, konvergen mutlak dan
k=1

o o Up,/ 1/q
Sl (S| (Sml]
k=1 k=1 k=1
deret §:|xk + i |, |dan i|xk +v,|" x| konvergen dan,
P a

Z|Xk +yk|p SZ|Xk +yk|p_l |Xk|+kz=1|xk erk|p_1 |yk|

(Z|Xk|J [i| +yk|<p1)qJ1/q
(g0 g onr
_ @xk+yk| j[(zm j ’ (ijj

® ip © 1/p - 1/p
(Shenl] <[] 4wl
k= k=1 k=1
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Terbukti
[x+yll, <[], +[l,

c. Akan ditunjukkan bahwa ¢, = {(X)i1 | §;|xk|p <+oo} dengan 1 < p <
k=1

merupakan ruang barisan bernorma. Ambil sebarang barisan Cauchy
(x®).., e, dengan (x™),., =(x™),.,, maka untuk setiap bilangan & > 0

terdapat ng € N sehingga untuk semua m, n > ng berlaku:

o p\YP
=| Do[xm =X CE e, (1)
=]

diperoleh untuk k > 1, berlaku

Hx<m) _x®

Z‘Xém) _ XiEn)
k=1

Dipilih k tetap. Dari (2) dapat dilihat bahwa (X, x@, ...) barisan
Cauchy atas bilangan riil. Karena R lengkap, maka barisan tersebut konvergen,

misalkan x, " — Xy, untuk n — oo atau lim x,™ =x, v k> 1.

n—o0

Dengan menggunakan limit tersebut didefinisikan x = (X1, Xo, ...), dari
sini tinggal ditunjukkan bahwa x™ — x dan xe ¢ .
Dari (1) diperoleh:

(S -
k=1

dengan mengambil n — oo dan m > ng, maka diperoleh:

- 1/p
(m) P
(Z‘xk —xk‘ ] <&

k=1

- 1/p
”x(m)—xu :(Z‘xﬁm’—xk‘pj <E e (3)
p
k=1

Dengan Kkata lain terbukti x™ — x, untuk n — oo.
Sekarang, x € £, untuk 1 < p <o sebab dipenuhi:

D" = 2 b ™ ] = 3 e - x|

< ¢ untuk setiapn, m>ng......... (2)

1/p
p
J <g,untukm,n>0

kd p p
gzzpmaks{xk—xiﬁm)‘ ,‘xiﬁm)‘ }
k=1

IN

SELAIMG) Py m]P
327 (o -x, " +x)

2 p 2 p 2 p
ZPZ‘xﬁm)—xk‘ + ZPZ‘XS”" <& + ZPZ‘XS”)‘ <40
k=1 k=1 k=1
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Karena /,, untuk 1 < p < oo merupakan ruang bernorma dan lengkap maka
{p, untuk 1 < p < oo adalah ruang Banach.

E. Ruang Barisan Klasik 7 .
Tunjukkan bahwa ¢, = {x=(x,);supx|<+wc} terhadap norma |.|
k>1

dengan |x| = sup|x,| merupakan:
k>1

1. Ruang vektor
2. Ruang barisan bernorma
3. Ruang barisan bernorma yang lengkap (Ruang Banach)
Bukti:
a. Akan ditunjukkan bahwa /_ = {x:(Xk);skup|xk|<+oo} merupakan ruang
>1

vektor. Ambil sebarang x = (Xk=1; Xk € R Y = (Vi1 Yk € R dan a € R,
maka
1) x+y e/, ,sebab

Xxel, = sup|x|<o
k>1
yel, =suply <o
k>1
Sehingga:
%+l =sup x + i
<sup [ +]y. ]
=Sup|x, |+sup|y, | <+
k>1 k>1
2) ax e /,,sebab dipenuhi:
le x|, =suple x|=sup |a]| [x|=|e|sup || <+
k>1 k>1 k>1
b. Akan ditunjukkan bahwa /¢ = {x=(xk);sup|xk|<+oo} merupakan ruang
k>1

barisan bernorma. Ambil sebarang x = X1, ¥ = (V1 € ¢, dan a € R,
maka:
1) |x|, =sup|x|=>0, jelas, karena |x,| >0, V k.
k>1
x| =0< sup|x,|=0<x |=0 Vk
k>1
<X, =0VKk
<:>X:(Xk)kzl =9=(070'-")

2) x|, =supla x| =laf sup [x|=laf [x],
k>1 k>1
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3) |x+y| =sup|x, +y gsupﬂxk|+ |yk|]= sup [x,|+sup |y, |
k>1 k>1 k>1 k>1

=K., +Ivl.
c. Akan ditunjukkan bahwa /¢, = {x=(x,);sup|x,|<+w} merupakan ruang
k>1

barisan bernorma yang lengkap. Diambil sebarang barisan Cauchy
(x(”))nZl e/, dengan (x(“’ )nZl = (xl‘“’,xg”’,...), maka untuk setiap bilangan & >
0 terdapat np € N sehingga untuk semua m, n > ng berlaku:

Hx(”) —xm H CE et (1)

ekivalen dengan supx{” —x(™| <& ....... )

k>1

Ini berarti bahwa ‘xﬁ") - xﬁm)‘ <& untukk=1,2, ... dan n, m > no.

Selanjutnya dipilih k tetap. Barisan (x", x(?, ...) adalah barisan Cauchy
atas bilangan riil dan R lengkap. Jadi barisan tersebut konvergen; katakan
konvergen ke x, untuk n — oo atau lim x, ™ =x, v k> 1.

Dengan menggunakan Iimitntz?sebut didefinisikan x = (X, X2, ...), dari
sini tinggal ditunjukkan bahwa x™ — x dan xe /.

Dari (2) diperoleh:

sup ﬂxén) —xlﬁm)‘: 1<k </; 6:1,2,...}< £
Dengan mengambil n — oo dan m > ng, maka diperoleh:
sup{xk —xlﬁm)‘: 1<k </; 6:1,2,...}< £,

Dengan mengambil ¢ — oo, maka untuk m > no, diperoleh:

Hx—x(m)H = Sup|X, —xﬁm)‘:sup x\™ —xk‘<g .................. (3)
@ k>1 k>1

Dengan kata lain terbukti x™ — x, untuk n — oo.
Sekarang, x € /., sebab dipenuhi:
IX|. =sup ‘xk —x{"™ +x{

k>1

X

+ ‘xﬁ”)

<sup ﬂxk —x{V
k>1
X"

X, — X" <+

+sup
k>1

< g+sup
k>1

=sup
k>1
Karena /., merupakan ruang bernorma dan lengkap maka /., merupakan

ruang Banach.

V. KESIMPULAN

Berdasarkan tujuan penelitian ini yaitu untuk mengkaji ruang Banach
dalam suatu ruang barisan £, ¢ dan /, maka diperoleh bahwa suatu ruang
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barisan ¢,, ¢, dan ¢, membentuk ruang Banach jika memenuhi syarat-syarat

yaitu ruang barisan £, ¢, dan ¢, merupakan ruang vektor, ruang barisan
bernorma, dan ruang barisan bernorma yang lengkap.
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